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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû. Â ïîñëåäíèå äâà äåñßòèëåòèß ñôîðìèðî-
âàëàñü è àêòèâíî ðàçâèâàåòñß âû÷èñëèòåëüíàß òîïîëîãèß, â êîòîðîé
ñîåäèíßþòñß äâà ðàçëè÷íûõ, õîòß è ñâßçàííûõ äðóã ñ äðóãîì íà-
ïðàâëåíèß. Ïåðâîå  ýòî èñïîëüçîâàíèå êîìïüþòåðíûõ ìåòîäîâ ïðè
ðåøåíèè òåõ èëè èíûõ ïðîáëåì ñàìîé òîïîëîãèè, íàïðèìåð, êëàññè-
ôèêàöèè êîìïàêòíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé â ðàáîòàõ Ñ.Â. Ìàò-
âååâà 1,2. Âòîðîå íàïðàâëåíèå ìîæíî îáîçíà÷èòü êàê ïðèëîæåíèß òî-
ïîëîãèè ê çàäà÷àì, ñâßçàííûì ñ êîìïüþòåðíûì ìîäåëèðîâàíèåì è
êîìïüþòåðíîé ãðàôèêîé.
Íàñòîßùàß ðàáîòà â áîëüøåé ñòåïåíè îòíîñèòñß êî âòîðîìó èç
óêàçàííûõ íàïðàâëåíèé.
Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàáîò, â êîòîðûõ ïðåäëàãàþòñß ðàçëè÷íûå
ïîäõîäû ê âû÷èñëåíèþ òîïîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è ýëåìåíòîâ
ïîëèýäðîâ. Ìîæíî îòìåòèòü êëàññè÷åñêèé àëãîðèòì äëß âû÷èñëå-
íèß ãðóïï ãîìîëîãèé è èõ áàçèñîâ ïðîèçâîëüíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî
êîìïëåêñà, îñíîâàííûé íà ïðèâåäåíèè ìàòðèö èíöèäåíöèé ê íîð-
ìàëüíîé äèàãîíàëüíîé ôîðìå. Â ðàáîòàõ J. Chao è J. Nakayama 3,
J. Friedman4 ïðåäëàãàëèñü ðàçëè÷íûå åãî ìîäèôèêàöèè.
Äëß ïîâåðõíîñòåé èçâåñòåí ðßä ìåòîäîâ, îñíîâàííûõ íà èñïîëüçî-
âàíèè ïðåäñòàâëåíèß åå â âèäå êàíîíè÷åñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà. Òàê,
â ðàáîòàõ G. Vegter è C. K. Yap5, F. Lazarus è äð.6 ïðåäëîæåí àë-
ãîðèòì ïîèñêà áàçèñà îäíîìåðíîé ãðóïïû ãîìîëîãèè çàìêíóòîé ïî-
âåðõíîñòè. C ïîìîùüþ êàíîíè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèß ðåøàþòñß çàäà-
÷à ïîñòðîåíèß áàçèñà ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû ïîâåðõíîñòè èç ïå-
1Ìàòâååâ, Ñ. Â. Àëãîðèòìè÷åñêàß êëàññèôèêàöèß 3-ìíîãîîáðàçèé. Ïðîáëåìû è ðåçóëüòàòû
/ Ñ. Â. Ìàòâååâ // Òðóäû Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èìåíè Â.À. Ñòåêëîâà.  1999.  Ò. 225.
 Ñ. 264275.
2Ìàòâååâ, Ñ. Â. Òàáóëèðîâàíèå òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé / Ñ. Â. Ìàòâååâ // Óñïåõè ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ íàóê.  2005.  Ò. 60. N 4.  Ñ. 97122.
3Chao, J. Cubical singular simplex model for 3D objects and fast computation of homology
groups / J. Chao, J. Nakayama // Proc. IEEE.  1996.  P. 190194.
4Friedman, J. Computing Betti numbers via combinatorial Laplacians / J. Friedman // Proc.
28th ACM Sympos. Theory Comput.  1996.  P. 386391.
5Vegter, G. Computational Complexity of Combinatorial Surfaces / G. Vegter, C. K. Yap //
Proceedings of the 6th Annual Symposium on Computational Geometry.  1990.  P. 93111.
6Lazarus, F. Computing a Canonical Polygonal Schema of an Orientable Triangulated Surface
/ F. Lazarus, M. Pocchiola, G. Vegter, A. Verroust // Proc. 17th Annu. ACM Sympos. Comput.
Geom.  2001.  P. 8089.
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òåëü ìèíèìàëüíîé äëèíû (E. Colin de Verdiere, F. Lazarus7) è çàäà-
÷à îïðåäåëåíèß ãîìîòîïíîñòè äâóõ çàäàííûõ êðèâûõ (T.K. Dey, S.
Guha 8,9).
Â ðàáîòàõ H. Edelsbrunner è ñîàâòîðîâ 10,11 ðàçðàáîòàí àëãîðèòì
âû÷èñëåíèß ãðóïï ãîìîëîãèé òðåõìåðíîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîì-
ïëåêñà, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè òðèàíãóëßöèè Äåëîíå. Äðóãîé ìå-
òîä ðåøåíèß àíàëîãè÷íîé çàäà÷è ïðåäëîæåí â ñåðèè ðàáîò T.K. Dey,
S. Guha 12,13,14.
Íåìàòðè÷íûì ìåòîäàì ïîèñêà öèêëîâ, ïîðîæäàþùèõ áàçèñû
ãðóïï ãîìîëîãèé äëß äâóìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé, ïîñâßùåíû ðàáîòû
Å.È. ßêîâëåâà è åãî ó÷åíèêîâ 15,16,17.
Â ðàáîòå X. Gu, S. J. Gortler è H. Hoppe18 ñ ïîìîùüþ ïðîöåäó-
ðû, àíàëîãè÷íîé êîëëàïñèðîâàíèþ, ïîñòðîåí àëãîðèòì íàõîæäåíèß
ãðàôà ðàçðåçàíèß, îäíàêî àâòîðû íå ñòàâßò çàäà÷ó ïîñòðîåíèß áà-
çèñíûõ öèêëîâ, à ëèøü íàõîäßò ãðàô, èõ ñîäåðæàùèé.
Áîëüøàß ñåðèß ðàáîò ñâßçàíà ñ ïðèìåíåíèßìè â âû÷èñëèòåëü-
7Colin de Verdiere, E. Optimal System of Loops on an Orientable Surface / E. Colin de Verdiere,
F. Lazarus // Proceedings of the 43rd Annual IEEE Symposium of Foundations of Computer Science.
 2002.  P. 627636.
8Dey, T. K. Optimal algorithms for curves on surfaces / T. K. Dey, S. Guha // Proc. 35th IEEE
Ann. Sympos. Found. Comput. Sci.  1995.  P. 266274.
9Dey, T. K. Transforming Curves on Surfaces / T. K. Dey, S. Guha // J. Comput. Sys. Sci. 
1999. Vol. 58.  P. 297325.
10Delﬁnado, C. An incremental algorithm for betti numbers of simplicial complexes on the 3-
sphere / C. Delﬁnado, H. Edelsbrunner // Comput. Aided Geom. Design.  1995.  Vol. 12.  P.
771784.
11Edelsbrunner, H. Topological Persistence and Simpliﬁcation / H. Edelsbrunner, D. Letscher, A.
Zomorodian // Disc. Comput. Geom. 28.  2002.  P. 511533.
12Dey, T. K. Computational topology / T. K. Dey, H. Edelsbrunner, S. Guha // Advances in
Discrete and Computational Geometry.  Providence, 1998.  P. 109143.
13Dey, T. K. Algorithms for Manifolds and Simplicial Complexes in Euclidean 3-Space / T. K.
Dey, S. Guha // Proc. 28th ACM Sympog. Theory Comput.  1996.  P. 398407.
14Dey, T. K. Computing Homology Groups of Simplicial Complexes in R3 / T. K. Dey, S. Guha
// Proceedings ot 28th Symposium of Theory of Computing.  1996.  P. 397407.
15Çèí÷åíêî, Â. Þ. Íîâûé ìåòîä ïîñòðîåíèß áàçèñíûõ öèêëîâ ãðóïï ãîìîëîãèé ïîëèýäðîâ /
Â. Þ. Çèí÷åíêî // Òðóäû Ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà èìåíè Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.  2003.  Ò. 21.
 Ñ. 118120.
16ßêîâëåâ, Å. È. Áûñòðûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèß ãðóïï ãîìîëîãèé è èõ áàçèñîâ / Å. È. ßêî-
âëåâ, Ï. À. Ãîðäèåíêî // Ìàòåðèàëû VII Ìåæäóíàðîäíîãî ñåìèíàðà "Äèñêðåòíàß ìàòåìàòèêà
è åå ïðèëîæåíèß".  2001.  Ñ. 284  287.
17ßêîâëåâ, Å. È. Àëãîðèòìû äëß âû÷èñëåíèß áàçèñíûõ öèêëîâ îäíîìåðíîé ãðóïïû îòíîñè-
òåëüíûõ ãîìîëîãèé / Å. È. ßêîâëåâ, Î. Â. Ëîãèíîâ // Âåñòíèê ÍÍÃÓ. Ñåðèß Ìàòåìàòèêà. 
2003.  Âûï. 1.  Ñ. 132  142.
18Gu, X. Geometry Images / X. Gu, S. J. Gortler, H. Hoppe // Proc. SIGGRAPH'02.  New
York, 2002.  P. 355  361.
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íûõ àëãîðèòìàõ äèñêðåòíîãî àíàëîãà òåîðèè Ìîðñà. Â ÷àñòíî-
ñòè, íà îñíîâå ïîäîáíûõ ìåòîäîâ â ðàáîòàõ I. Guskov è Z. Wood19,
Z. Wood è äð.20 ïðåäëàãàåòñß îäèí èç ñïîñîáîâ óñòðàíåíèß òîïîëî-
ãè÷åñêîãî øóìà, òî åñòü òîïîëîãè÷åñêèõ äåôåêòîâ êîìïüþòåðíûõ ìî-
äåëåé.
Äèññåðòàöèîííàß ðàáîòà ïîñâßùåíà ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ âû÷èñëå-
íèß ìèíèìàëüíûõ öèêëîâ (àáñîëþòíûõ è îòíîñèòåëüíûõ) â çàäàííûõ
êëàññàõ îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé òðèàíãóëèðîâàííûõ çàìêíóòûõ ìíî-
ãîîáðàçèé, à òàêæå èõ ïðèìåíåíèßì.
Â ÷àñòíîñòè, çäåñü ïîëó÷åí íîâûé ñïîñîá ëîêàëèçàöèè è óñòðàíå-
íèß òîïîëîãè÷åñêîãî øóìà â êîìïüþòåðíûõ ìîäåëßõ.
Ïîñòðîåííàß â äèññåðòàöèè èíäåêñíàß âåêòîð-ôóíêöèß ïîçâîëßåò
ðåøàòü çàäà÷ó î ãîìîëîãè÷íîñòè äâóõ çàäàííûõ îäíîìåðíûõ öåïåé
äëß ëþáîãî n-ìåðíîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèß.
Öåëüþ ðàáîòû ßâëßåòñß ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèß ñëåäóþ-
ùèõ çàäà÷:
1) èíäåêñàöèß ðåáåð òðèàíãóëèðîâàííîãî çàìêíóòîãî n-ìåðíîãî
ìíîãîîáðàçèß P îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî (n − 1)-ìåðíîãî öèêëà Y ∈
Zn−1(P );
2) ïîñòðîåíèå ñèìïëèöèàëüíîãî ðåãóëßðíîãî íàêðûòèß p : PˆJ → P
ñ ãðóïïîé íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé G ∼= H1(P );
3) ïîèñê öåïåé c ∈ C1(P ), ìèíèìèçèðóþùèõ âåñîâóþ ôóíêöèþ
L : C1(P )→ R íà çàäàííîì ïîäìíîæåñòâå ãðóïïû C1(P );
Ìåòîäû èññëåäîâàíèß. Èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîé
è êóñî÷íî-ëèíåéíîé òîïîëîãèè, òåîðèè ãðàôîâ.
Ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
1. Ïðåäëîæåí ñïîñîá èíäåêñàöèè îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ òðè-
àíãóëèðîâàííîãî çàìêíóòîãî ìíîãîîáðàçèß P îòíîñèòåëüíî çàäàí-
íîãî öèêëà z ∈ Zn−1(P ). Ñ åãî ïîìîùüþ ñòðîèòñß ãîìîìîðôèçì
Jz : C1(P ) → Z2, ïîçâîëßþùèé âû÷èñëèòü èíäåêñ ïåðåñå÷åíèß z ñ
ëþáûì îäíîìåðíûì öèêëîì ïîëèýäðà P , à òàêæå èíäåêñíàß âåêòîð-
ôóíêöèß J : C1(P ) → Zr2 îòíîñèòåëüíî áàçèñà [zn−11 ], . . . , [zn−1r ] ãðóï-
ïû ãîìîëîãèé Hn−1(P ).
19Guskov, I. Topological Noise Removal / I. Guskov, Z. Wood // Graph. Interf.  2001.  P. 1926.
20Wood, Z. Removing Excess Topology From Isosurfaces / Z. Wood, H. Hoppe, M. Desbrun, P.
Schroder // ACM Transactions on Graphics.  2004.  Vol. 23, No 2.  P. 190  208.
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2. Ïîñòðîåíà ñèìïëèöèàëüíàß ñõåìà ïîëèýäðà PˆJ , ñèìïëèöèàëüíî
è ðåãóëßðíî íàêðûâàþùåãî ìíîãîîáðàçèå P ñ ãðóïïîé íàêðûâàþùèõ
ïðåîáðàçîâàíèé G ∼= H1(P ).
3. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ìèíèìèçàöèè âåñîâîé ôóíêöèè L :
C1(P )→ R íà ñëåäóþùèõ ïîäìíîæåñòâàõ ãðóïïû C1(P ) çàìêíóòîãî
ìíîãîîáðàçèß P :
• íà ìíîæåñòâå ïóòåé, ñîåäèíßþùèõ ôèêñèðîâàííûå âåðøèíû è
èìåþùèõ çàäàííûé èíäåêñ;
• íà ìíîæåñòâå îäíîìåðíûõ öåïåé, ñîåäèíßþùèõ âåðøèíó u ìíî-
ãîîáðàçèß P ñ íåêîòîðûì ïîäïîëèýäðîì Q ⊂ P è îáðàçóþùèõ
êëàññ îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé [x¯] ∈ H1(P, {u} ∪Q);
• íà ïðîèçâîëüíîì íåíóëåâîì ãîìîëîãè÷åñêîì êëàññå [x] ∈ H1(P ).
4. Óêàçàí ñïîñîá ïîñòðîåíèß ìèíèìàëüíûõ öèêëîâ, ïîðîæäàþùèõ
áàçèñ ãðóïïû H1(P ), äóàëüíûé çàäàííîìó áàçèñó ãðóïïû Hn−1(P ).
5. Íàéäåíû ïðèëîæåíèß ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, â ÷àñòíîñòè,
ïðåäëîæåí ñïîñîá âûäåëåíèß ðó÷åê è óñòðàíåíèß òîïîëîãè÷åñêîãî
øóìà â êîìïüþòåðíûõ ìîäåëßõ ïîâåðõíîñòåé òðåõìåðíûõ òåë.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß öåííîñòü. Äèññåðòàöèîííàß
ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Åå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëß âû÷èñëåíèß òîïîëîãè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê è ýëå-
ìåíòîâ ïîëèýäðîâ, äëß èçó÷åíèß è îáðàáîòêè êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé
ðåàëüíûõ îáúåêòîâ, à òàêæå ïðè ÷òåíèè ñïåöêóðñîâ.
Íàó÷íàß íîâèçíà. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çàùè-
òó, ßâëßþòñß íîâûìè è ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòîßòåëüíî.
Àïðîáàöèß. Îïèñàííûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû áûëè îáíàðîäîâà-
íû íà ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè "Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû
ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè"(Êàçàíü, 26 ñåíòßáðß  1 îêòßáðß 2004 ã.);
íà âñåðîññèéñêèõ ìîëîäåæíûõ íàó÷íûõ øêîëàõ-êîíôåðåíöèßõ "Ëî-
áà÷åâñêèå ÷òåíèß"(Êàçàíü, 2005ã., 2006ã.); íà ìåæäóíàðîäíûõ ëåòíèõ
øêîëàõ-ñåìèíàðàõ ïî ñîâðåìåííûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ôèçèêè "Ïåòðîâñêèå ÷òåíèß"(Êàçàíü, 2005ã., 2006ã.); íà
III ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå (Ïëîâ-
äèâ, Áîëãàðèß, 1218 àâãóñòà 2006 ã.); íà ðåãèîíàëüíîé íàó÷íîé êîí-
ôåðåíöèè "Ñîâðåìåííûå âîïðîñû ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè äåôîðìèðó-
åìîãî òâåðäîãî òåëà"(×åáîêñàðû, 1920 îêòßáðß 2006ã.); íà íàó÷íûõ
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ñåìèíàðàõ ïî ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè êàôåäðû ãåîìåòðèè è âûñøåé
àëãåáðû ÍÍÃÓ (ðóê. äîö. Í.È. Æóêîâà è ïðîô. Å.È. ßêîâëåâ, 2005ã.,
2006ã.); íà íàó÷íîì ñåìèíàðå êàôåäðû êîìïüþòåðíîé òîïîëîãèè è
àëãåáðû ×åëßáèíñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà (ðóê. ÷ëåí-êîðð. ÐÀÍ Ñ.Â.
Ìàòâååâ, 2006ã.).
Ïóáëèêàöèè è âêëàä àâòîðà. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóá-
ëèêîâàíû â 11 ðàáîòàõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôå-
ðàòà. Â ñîâìåñòíûõ ñòàòüßõ [1], [2], [6] è [9] íàó÷íîìó ðóêîâîäèòåëþ
Å.È. ßêîâëåâó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáùåå ðóêîâîäñòâî
ðàáîòîé. Âñå òåîðåìû è èõ äîêàçàòåëüñòâà ïîëó÷åíû àâòîðîì äèñ-
ñåðòàöèè.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß ñîñòîèò èç ââåäåíèß,
÷åòûðåõ ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ðàçäåëû, çàêëþ÷åíèß, ñïèñêà ëèòåðàòóðû
è âêëþ÷àåò â ñåáß 7 ðèñóíêîâ. Îáúåì äèññåðòàöèè ñîñòàâëßåò 102
ñòðàíèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîñòîèò èç 67 íàèìåíîâàíèé.
Êðàòêîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû.
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàþòñß àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè è
åå íàó÷íàß íîâèçíà, îïðåäåëßþòñß öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèß, ïðè-
âîäèòñß êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 1, ñîñòîßùàß èç 6 ïàðàãðàôîâ, íîñèò, â îñíîâíîì, ðåôåðà-
òèâíûé õàðàêòåð. Çäåñü êðàòêî îïðåäåëåíû íåîáõîäèìûå äëß äàëü-
íåéøåãî ïîíßòèß, ñîáðàíû íåêîòîðûå ñâåäåíèß èç àëãåáðàè÷åñêîé è
êóñî÷íî-ëèíåéíîé òîïîëîãèè, à òàêæå ïðèâåäåíû äâà âñïîìîãàòåëü-
íûõ àëãîðèòìà, èñïîëüçóåìûå â ñëåäóþùèõ ãëàâàõ äèññåðòàöèè.
Ãëàâà 2 ïîñâßùåíà ïîñòðîåíèþ ñèìïëèöèàëüíûõ ðåãóëßðíûõ íà-
êðûòèé p : PˆJ → P ñ çàäàííîé ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ.
Â 2.1 ðàçðàáîòàí ñïîñîá èíäåêñàöèè ðåáåð çàìêíóòîãî ìíîãîîá-
ðàçèß P îòíîñèòåëüíî çàäàííîãî (n − 1)-ìåðíîãî ïðîñòîãî öèêëà z.
Ýòî îçíà÷àåò ïîñòðîåíèå èíäåêñíîé ôóíêöèè Jz : K1(P ) → Z2, ãäå
K1(P )  íàáîð îäíîìåðíûõ ñèìïëåêñîâ (ðåáåð) ïîëèýäðà P .
Êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäà ßâëßåòñß Àëãîðèòì 2.1.
Òåîðåìà 2.1. Åñëè P  çàìêíóòîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå, z 
ïðîñòîé (n − 1)-ìåðíûé öèêë, x = a1 + · · · + al ∈ Z1(P ) è Jz(x) =∑l
i=1 Jz(ai), ãäå Jz  ôóíêöèß, ïîñòðîåííàß ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
2.1, òî Jz(x) = Ind([x], [z]).
Â 2.2 ìû îïðåäåëßåì èíäåêñíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ îòíîñèòåëüíî
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çàäàííîãî áàçèñà ãðóïïû ãîìîëîãèéHn−1(P ) è èññëåäóåì åå ñâîéñòâà.
Îïðåäåëåíèå 2.1. Ïóñòü [zn−11 ], . . . , [zn−1r ]  áàçèñ ãðóïïû ãîìî-
ëîãèé Hn−1(P ). Ãîìîìîðôèçì J : C1(P ) → Zr2, J = (J1, . . . , Jr),
áóäåì íàçûâàòü èíäåêñíîé âåêòîð-ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî áàçèñà
[zn−11 ], . . . , [z
n−1
r ], åñëè äëß ïðîèçâîëüíîãî öèêëà y ∈ Z1(P ) è êàæäîãî
k ∈ {1, . . . , r} èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî Jk(y) = Ind([y], [zn−1k ]). Ïðè ýòîì
äëß ëþáîé öåïè x ∈ C1(P ) ýëåìåíò J(x) ∈ Zr2 äàëåå áóäåò íàçûâàòüñß
åå èíäåêñîì.
Ñîãëàñíî òåîðåìå 2.1, èíäåêñíàß âåêòîð-ôóíêöèß J : C1(P )→ Zr2
ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 2.1.
Ïðåäëîæåíèå 2.1. Åñëè J : C1(P ) → Zr2  èíäåêñíàß âåêòîð-
ôóíêöèß îòíîñèòåëüíî áàçèñà [zn−11 ], . . . , [zn−1r ] ãðóïïû Hn−1(P ),
x, y ∈ C1(P ) è ∂x = ∂y, òî J(x) = J(y) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x ∼ y.
Â 2.3 èññëåäóåòñß ñâßçü ìåæäó ñèìïëèöèàëüíûìè äåéñòâèßìè
êîíå÷íîé ãðóïïû G è ñèìïëèöèàëüíûìè ðåãóëßðíûìè íàêðûòèßìè
ñ ãðóïïîé íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé G.
Â 2.4 ñòðîßòñß ñèìïëèöèàëüíûå ðåãóëßðíûå íàêðûòèß p : Pˆ →
P ñ ãðóïïîé íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé G ∼= Zr2.
Ïóñòü S = (V,K)  ñèìïëèöèàëüíàß ñõåìà ïîëèýäðà P , à J :
C1(P ) → Zr2  ýïèìîìîðôèçì, ßäðî êîòîðîãî ñîäåðæèò ãðóïïó ãðà-
íèö B1(P ). Ïîñòðîèì ñõåìó Sˆ = (Vˆ , Kˆ) ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëîæèì Vˆ = V ×G, ãäå G = Zr2. Ïóñòü vˆ0, vˆ1, . . . , vˆm ∈ Vˆ , ãäå vˆi =
(vi, gi) äëß âñåõ i = 0, 1, . . . ,m. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî {vˆ0, vˆ1, . . . , vˆm} ∈
Kˆ, åñëè âûïîëíßþòñß ñëåäóþùèå óñëîâèß:
• {v0, v1, . . . , vm} ∈ K;
• g0 + gi = J([v0vi]) äëß ëþáûõ i = 1, . . . ,m.
Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå p 0 : Vˆ → V è ëåâîå äåéñòâèå λ0 : G×Vˆ →
Vˆ ãðóïïû G íà Vˆ , ïîëàãàß
p 0((v, g)) = v è λ0(g′, (v, g)) = g′ · (v, g) = (v, g′ + g)
äëß âñåõ (v, g) ∈ Vˆ è g′ ∈ G.
Ñèìâîëîì PˆJ îáîçíà÷èì êàêóþ-ëèáî ðåàëèçàöèþ ñõåìû Sˆ =
(Vˆ , Kˆ). Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî âåðøèí ïîëèýäðà PˆJ îòîæäåñòâèì ñ Vˆ .
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Òåîðåìà 2.2. Äëß îòîáðàæåíèß p 0 : Vˆ → V ñóùåñòâóåò ïðî-
äîëæåíèå p : PˆJ → P , ßâëßþùååñß ñèìïëèöèàëüíûì ðåãóëßðíûì
íàêðûòèåì ñ ãðóïïîé íàêðûâàþùèõ ïðåîáðàçîâàíèé G ∼= Zr2. Åñëè P
 çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, à J  èíäåêñíàß âåêòîð-ôóíêöèß îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà ãðóïïû Hn−1(P ), òî G ∼= H1(P ).
Â 2.5 ñôîðìóëèðîâàíû ñóùåñòâåííûå äëß äàëüíåéøèõ èññëåäî-
âàíèé ñâîéñòâà ïîñòðîåííîãî ðåãóëßðíîãî íàêðûòèß p : PˆJ → P .
Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü x = [v0v1]+[v1v2]+· · ·+[vs−1vs]  ïóòü
â ïîëèýäðå P è g0 ∈ G = Zr2. Òîãäà åäèíñòâåííûé ïóòü xˆ ïîëèýäðà
PˆJ , íà÷èíàþùèéñß â âåðøèíå vˆ0 = (v0, g0) è íàêðûâàþùèé ïóòü x,
îïðåäåëßåòñß ôîðìóëàìè
vˆi = (vi, g0 + J(xi)) , i = 1, . . . , s,
ãäå xi = [v0v1] + [v1v2] + · · ·+ [vi−1vi], è
xˆ = [vˆ0vˆ1] + [vˆ1vˆ2] + · · ·+ [vˆs−1vˆs].
Ïðåäëîæåíèå 2.3. Ïóñòü x = [v0v1] + [v1v2] + · · · + [vs−1vs] è
y = [u0u1] + [u1u2] + · · ·+ [ut−1ut]  ïóòè ïîëèýäðà P , èäóùèå èç âåð-
øèíû v0 = u0 â âåðøèíó vs = ut, xˆ = [vˆ0vˆ1] + [vˆ1vˆ2] + · · · + [vˆs−1vˆs] è
yˆ = [uˆ0uˆ1] + [uˆ1uˆ2] + · · ·+ [uˆt−1uˆt]  ïóòè â PˆJ , íàêðûâàþùèå ïóòè x
è y ñîîòâåòñòâåííî è èìåþùèå îáùåå íà÷àëî vˆ0 = uˆ0. Òîãäà vˆs = uˆt
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè J(x) = J(y). Â ñëó÷àå êîãäà P
 çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå, à J  èíäåêñíàß âåêòîð-ôóíêöèß îòíî-
ñèòåëüíî íåêîòîðîãî áàçèñà ãðóïïû Hn−1(P ), ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî
ãîìîëîãè÷íîñòè öåïåé x è y.
Â Ãëàâå 3 ðàçðàáîòàíû è îáîñíîâàíû ìåòîäû ïîñòðîåíèß öåïåé
c ∈ C1(P ), ìèíèìèçèðóþùèõ íåîòðèöàòåëüíóþ âåñîâóþ ôóíêöèþ L :
C1(P )→ R íà çàäàííîì ïîäìíîæåñòâå ãðóïïû C1(P ).
Â 3.1 ðàññìàòðèâàþòñß âåñîâûå ôóíêöèè íà ãðóïïàõ 1-öåïåé ïî-
ëèýäðà P è íàêðûâàþùåãî åãî ïîëèýäðà PˆJ .
Â 3.2 ïîëó÷åíû Àëãîðèòì 3.1 è åãî îáîñíîâàíèå  òåîðåìà
3.1, ïîñâßùåííûå âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å î ïîèñêå ìèíèìàëüíîãî
ïóòè ñ çàäàííûìè êîíöàìè è ôîðìàëüíûì èíäåêñîì â ïðîèçâîëüíîì
ïîëèýäðå P .
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Ïóñòü äàëåå P  òðèàíãóëèðîâàííîå çàìêíóòîå ìíîãîîáðàçèå ðàç-
ìåðíîñòè n, J : C1(P )→ Zr2  èíäåêñíàß âåêòîð-ôóíêöèß îòíîñèòåëü-
íî íåêîòîðîãî áàçèñà ãðóïïû ãîìîëîãèé Hn−1(P ), à L : C1(P )→ R 
âåñîâàß ôóíêöèß. Îñòàâøèåñß â ãëàâå 3 3.23.5 ñîäåðæàò ìåòîäû
ðåøåíèß ñëåäóþùèõ çàäà÷.
1. Çàäàíû âåðøèíû u1, u2 ∈ V (P ) è âåêòîð i ∈ G = Zr2. Èùåòñß
öåïü z ∈ C1(P ), îáëàäàþùàß ñâîéñòâàìè:
• ∂z = {u1, u2};
• J(z) = i;
• L(z) ≤ L(y) äëß âñåõ öåïåé y ∈ C1(P ), óäîâëåòâîðßþùèõ óñëî-
âèßì J(y) = i è ∂y = {u1, u2}.
2. Ïóñòü Q ⊂ P  ïîäïîëèýäð, u1  âåðøèíà ïîëèýäðà P , à
Z1(P, u1∪Q) èH1(P, u1∪Q)  ãðóïïû îòíîñèòåëüíûõ öèêëîâ è ãîìîëî-
ãèé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëß Z2. Äëß öåïè c ∈ C1(P ) äîãîâîðèìñß
ïîëàãàòü c¯ = c+ C1(u1 ∪Q).
Çàäàíà öåïü x ∈ C1(P ) è ∂x = {u1, u2}, ãäå u2  íåêîòîðàß âåð-
øèíà ïîäïîëèýäðà Q. Ñòðîèòñß öåïü z ∈ C1(P ), óäîâëåòâîðßþùàß
óñëîâèßì:
• u1 ∈ ∂z ⊂ u1 ∪Q;
• [z¯] = [x¯] â Hk(P, u1 ∪Q);
• L(z) ≤ L(y) äëß âñåõ y¯ ∈ [x¯] è y ∈ y¯.
3. Çàäàíû ïðîñòûå öèêëû zn−11 , . . . , zn−1r , ïîðîæäàþùèå áàçèñ
ãðóïïû ãîìîëîãèé Hn−1(P ), è îäíîìåðíûé öèêë x ∈ Z1(P ), [x] 6= 0.
Íàõîäèòñß îäíîìåðíûé öèêë z, îáëàäàþùèé ñâîéñòâàìè:
• z ∼ x;
• L(z) = min
y∈[x]
L(y).
4. Ïóñòü [zn−11 ], . . . , [zn−1r ]  áàçèñ ãðóïïû Hn−1(P ), îòíîñèòåëüíî
êîòîðîãî ïîñòðîåíà èíäåêñíàß âåêòîð-ôóíêöèß J : C1(P ) → Zr2. Ðå-
øàåòñß çàäà÷à ïîñòðîåíèß öèêëîâ z11 , . . . , z1r , ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû
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êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ ãðóïïû ãîìîëîãèé H1(P ), äóàëüíûé áàçè-
ñó [zn−11 ], . . . , [zn−1r ], à âåñ êàæäîãî öèêëà z1k, k = 1, . . . , r, ìèíèìàëåí
ñðåäè âåñîâ âñåõ öèêëîâ, åìó ãîìîëîãè÷íûõ.
Îñíîâíàß èäåß ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß ñôîðìóëèðîâàí-
íûõ çàäà÷ ñîñòîèò â èõ ðåäóêöèè ê çàäà÷àì ïîèñêà ïóòåé â îäíîìåð-
íîì îñòîâå íàêðûâàþùåãî ïîëèýäðà PˆJ , ìèíèìèçèðóþùèõ âåñîâóþ
ôóíêöèþ Lˆ : C1(PˆJ) → R è óäîâëåòâîðßþùèõ ïîäõîäßùèì êðàåâûì
óñëîâèßì. Àëãîðèòìû 3.2  3.5 ßâëßþòñß èõ ðåàëèçàöèßìè, à òåî-
ðåìû 3.2  3.5  îáîñíîâàíèßìè.
Â Ãëàâå 4 ðàññìîòðåí äâóìåðíûé ñëó÷àé è óêàçàíû ïðèëîæåíèß
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ê ïðîáëåìå ëîêàëèçàöèè è óñòðàíåíèß òîïî-
ëîãè÷åñêèõ äåôåêòîâ êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé ïîâåðõíîñòåé òðåõìåð-
íûõ òåë.
Â 4.1 ðàçðàáîòàí ìåòîä ïîñòðîåíèß ïðîñòûõ öèêëîâ, ïîðîæäàþ-
ùèõ áàçèñ ãðóïïû ãîìîëîãèé H1(P ) äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèß P áåç
ïðèìåíåíèß ìàòðèö èíöèäåíöèé. Àëãîðèòì 4.1 ïðåäñòàâëßåò ñîáîé
ðåàëèçàöèþ ýòîãî ìåòîäà, à òåîðåìà 4.2  îáîñíîâàíèå.
Ïóñòü P  äâóìåðíîå çàìêíóòîå îðèåíòèðóåìîå ìíîãîîáðàçèå, à
L : C1(P ) → R  âåñîâàß ôóíêöèß. Â 4.2 ðåøàåòñß çàäà÷à íàõîæ-
äåíèß öèêëîâ z11 , . . . , z1r , ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû êîòîðûõ îáðàçóþò
êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ãðóïïû ãîìîëîãèé H1(P ), à âåñ êàæäîãî öèêëà
z1k, k = 1, . . . , r, ìèíèìàëåí ñðåäè âñåõ öèêëîâ, åìó ãîìîëîãè÷íûõ.
Ìåòîä ðåøåíèß ýòîé çàäà÷è ðåàëèçîâàí â àëãîðèòìå 4.2, îáîñíîâà-
íèå ñîäåðæèòñß â òåîðåìå 4.2.
Ïîñëåäíèé â ðàáîòå 4.3 ïîñâßùåí îïèñàíèþ ïðîöåäóðû âûäå-
ëåíèß ðó÷åê è óñòðàíåíèþ òîïîëîãè÷åñêîãî øóìà â êîìïüþòåðíûõ
ìîäåëßõ.
Â ðßäå ñëó÷àåâ êîìïüþòåðíûå ìîäåëè ñîäåðæàò òîïîëîãè÷åñêèå
ýëåìåíòû (êîìïîíåíòû êðàß, ðó÷êè, ðåáðà âåòâëåíèß, îñîáûå âåðøè-
íû), êîòîðûõ íåò ó èñõîäíûõ îáúåêòîâ. Ñîâîêóïíîñòü ýòèõ ëèøíèõ
ýëåìåíòîâ, ßâëßþùèõñß äåôåêòàìè ìîäåëèðîâàíèß, ïðèíßòî íàçû-
âàòü òîïîëîãè÷åñêèì øóìîì.
Ïðè óñòðàíåíèè òîïîëîãè÷åñêîãî øóìà íàèáîëåå ñëîæíîé è èíòå-
ðåñíîé ßâëßåòñß çàäà÷à ëîêàëèçàöèè è óäàëåíèß ëèøíèõ ðó÷åê. Äëß
åå ðåøåíèß íàìè ðàçðàáîòàí ñïîñîá âûäåëåíèß ðó÷åê òðèàíãóëèðî-
âàííîé ïîâåðõíîñòè.
Ïóñòü P  òðèàíãóëèðîâàííîå çàìêíóòîå è îðèåíòèðóåìîå 2-
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ìíîãîîáðàçèå ðîäà m è T (P )  ñïèñîê åãî òðåóãîëüíèêîâ. Âûäåëå-
íèåì ðó÷êè ìû íàçûâàåì ñîñòàâëåíèå òàêîãî ñïèñêà T (R) ⊂ T (P ),
÷òî îáúåäèíåíèå R âñåõ åãî ýëåìåíòîâ ãîìåîìîðôíî îãðàíè÷åííî-
ìó öèëèíäðó, à îáúåäèíåíèå ñèìïëåêñîâ èç äîïîëíåíèß T (P ) \ T (R)
ïðåäñòàâëßåò ñîáîé ïîâåðõíîñòü P ′ ðîäà m−1 ñ äâóìß êîìïîíåíòàìè
êðàß. Ïî ñïèñêó T (R) ìîæíî îïðåäåëèòü îòíîøåíèå ðàçìåðîâ ðó÷êè
R ê ñîîòâåòñòâóþùèì ðàçìåðàì âñåé ïîâåðõíîñòè P , ÷òî â ðßäå ñëó-
÷àåâ ïîçâîëßåò îöåíèòü ïðàâèëüíîñòü îòíåñåíèß R ê òîïîëîãè÷åñêî-
ìó øóìó. Ïðè ýòîì èñïðàâëåíèå ìîäåëè îñóùåñòâëßåòñß óäàëåíèåì
T (R) èç îáùåãî ñïèñêà òðåóãîëüíèêîâ T (P ) è çàêëåèâàíèåì ïîëó÷à-
þùèõñß äûð.
Ïðåäëàãàåìàß ñõåìà âûäåëåíèß ðó÷åê ïîâåðõíîñòè P ñîñòîèò â
ñëåäóþùåì:
1. Ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà 4.1 íàéäåì öèêëû y1, . . . , yr, r = 2m =
rankH1(P ), ãîìîëîãè÷åñêèå êëàññû êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ ãðóïïû
H1(P ).
2. Âîñïîëüçóåìñß àëãîðèòìîì 2.1 è âû÷èñëèì èíäåêñíóþ âåêòîð-
ôóíêöèþ J0 : C1(P ) → Zr2 îòíîñèòåëüíî áàçèñà [y1], . . . , [yr] ãðóïïû
H1(P ).
3. Ïðèìåíßß àëãîðèòì 4.2, ïîñòðîèì öèêëû z1, . . . , zr, êàæäûé èç
êîòîðûõ èìååò ìèíèìàëüíûé âåñ â ñâîåì êëàññå ãîìîëîãèé, à ýòè
êëàññû îáðàçóþò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ ãðóïïû H1(P ). Ïðè ýòîì ìû
ïîëó÷èì òàêæå èíäåêñíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ J : C1(P ) → Zr2 îòíîñè-
òåëüíî áàçèñà [z1], . . . , [zr].
4. Äëß êàæäîé ïàðû öèêëîâ z2k−1 è z2k, k = 1, . . . ,m, âûïîëíèì
ñëåäóþùèå øàãè:
4.1. Âûáåðåì îñíîâíîé öèêë x ∈ {z2k−1, z2k} è äîïîëíèòåëüíûé
öèêë y ∈ {z2k−1, z2k}, y 6= x (íàïðèìåð, ïî äëèíå).
4.2. Äëß êàæäîé âåðøèíû vi, i = 1, . . . , nk, îñíîâíîãî öèêëà x â
îäíîìåðíîì îñòîâå íàêðûâàþùåãî ïîëèýäðà PˆJ íàéäåì êðàò÷àéøèé
ïóòü yˆi, èäóùèé èç âåðøèíû (vi, 0) â âåðøèíó (vi, J(y)), è ïîëîæèì
yi = p(yˆi).
4.3. Íà÷èíàß ñ òðåóãîëüíèêà, èíöèäåíòíîãî ðåáðó [vivi+1] (i+1 âû-
÷èñëßåòñß ïî ìîäóëþ nk), ïîñòðîèì ñïèñîê Ti òðåóãîëüíèêîâ, ðàñïî-
ëîæåííûõ ìåæäó öèêëàìè yi è yi+1. Äëß îáúåäèíåíèß Ui ñèìïëåêñîâ
èç Ti âû÷èñëèì ãðóïïó H1(Ui).
4.4. Ïîñòðîèì ìàêñèìàëüíîå ïî âêëþ÷åíèþ ñèëüíî ñâßçíîå îáú-
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åäèíåíèå Rk îáëàñòåé Ui, äëß êîòîðûõ rankH1(Ui) 6 1.
Â çàêëþ÷åíèè ïðèâîäßòñß îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè,
âûíîñèìûå íà çàùèòó.
Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðó-
êîâîäèòåëþ ïðîôåññîðó Å. È. ßêîâëåâó çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèß è
ïîääåðæêó ïðè ðàáîòå íàä äèññåðòàöèåé.
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ
àâòîðà:
1. Ëàïòåâà, À. Â. Ìåòîäû ïîèñêà êðàò÷àéøèõ 1-öèêëîâ â çàäàííîì
êëàññå ãîìîëîãèé / À. Â. Ëàïòåâà, Å. È. ßêîâëåâ // Òðóäû ìàòåì.
öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.  2004.  Ò. 25.  Ñ. 159160.
2. Ëàïòåâà, À. Â. Àëãîðèòìû äëß ïîèñêà ìèíèìàëüíûõ îäíîìåð-
íûõ öèêëîâ / À. Â. Ëàïòåâà, Å. È. ßêîâëåâ // Âåñòíèê ÍÍÃÓ. Ñåðèß
Ìàòåìàòèêà.  2005.  Âûï. 1(3).  Ñ. 7687.
3. Ëàïòåâà, À. Â. Ïîèñê ìèíèìàëüíîãî ïóòè â çàäàííîì êëàññå
îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé / À. Â. Ëàïòåâà // Òðóäû ìàòåì. öåíòðà
èì. Í.È. Ëîáà÷åâñêîãî.  2005.  Ò. 31.  Ñ. 8889.
4. Ëàïòåâà, À. Â. Ìåòîä óñòðàíåíèß òîïîëîãè÷åñêîãî øóìà â êîì-
ïüþòåðíûõ ìîäåëßõ 3D-îáúåêòîâ / À. Â. Ëàïòåâà // Ìàòåðèàëû
XVIII Ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé øêîëû-ñåìèíàðà ïî ñîâðåìåííûì ïðî-
áëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.  2006.  Ñ. 47.
5. Ëàïòåâà, À. Â. Èíäåêñíàß âåêòîð-ôóíêöèß / À. Â. Ëàïòåâà //
Ìàòåðèàëû XVIII Ìåæäóíàðîäíîé ëåòíåé øêîëû-ñåìèíàðà ïî ñîâðå-
ìåííûì ïðîáëåìàì òåîðåòè÷åñêîé è ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè.  2006.
 Ñ. 4852.
6. Lapteva, A. V. Index Vector-Function and Minimal Cycles / A. V.
Lapteva, E. I. Yakovlev // Lobachevskii Journal of Mathematics.  2006.
 Vol. 22.  P. 3546.
7. Ëàïòåâà, À. Â. Àëãîðèòì ïîèñêà ìèíèìàëüíîé îäíîìåðíîé öå-
ïè â çàäàííîì êëàññå îòíîñèòåëüíûõ ãîìîëîãèé / À. Â. Ëàïòåâà //
Âåñòíèê ÍÍÃÓ. Ñåðèß Ìàòåìàòèêà.  2006.  Âûï. 1(4).  Ñ. 5964.
8. Ëàïòåâà, À. Â. Ïîèñê ìèíèìàëüíûõ îäíîìåðíûõ öèêëîâ òðè-
àíãóëèðîâàííîãî ìíîãîîáðàçèß / À. Â. Ëàïòåâà // Ñîâðåìåííûå âî-
ïðîñû ãåîìåòðèè è ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Òåçèñû
ðåãèîíàëüíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè.  ×åáîêñàðû, 2006.  Ñ. 2526.
9. Lapteva, A. V. Minimal 1-Cycles Generating a Canonical Basis
13
of 2-Manifold's Homology Group / A. V. Lapteva, E. I. Yakovlev //
International Journal of Pure and Applied Mathematics.  2006.  Vol.
31, No 4.  P. 555570.
10. Ëàïòåâà, À. Â. Ïîñòðîåíèå äóàëüíîãî áàçèñà èç ìèíèìàëüíûõ
öèêëîâ / À. Â. Ëàïòåâà // Òðóäû ìàòåì. öåíòðà èì. Í.È. Ëîáà÷åâ-
ñêîãî.  2006.  Ò. 34.  Ñ. 151152.
11. Ëàïòåâà, À. Â. Ïîèñê ìèíèìàëüíûõ îòíîñèòåëüíûõ öèêëîâ íà
ìíîãîîáðàçèßõ ñ êðàåì / À. Â. Ëàïòåâà // ×åáîêñàðû: ×óâàøãîñïåä-
èíñòèòóò. Âåñòíèê.  2006.  N 5.  C. 96100.
14
